
付録Ａ 

球面三角法 

 

（１）はじめに 

 平面の三角形にはいくつもの公式がある。例えば、内角の和が１８０度である、直角三角形の２辺の２

乗の和は対辺の２乗に等しい（ピタゴラスの定理）などである。同様に、球面上の三角形の性質を調べ、

いくつもの公式を導き、利用することが可能である。この数学の一分野を球面三角法と呼ぶ。 

 球面三角法は天球面に存在する天体の位置や角度の計算などに利用される。現代ではこのような計算に

は回転行列を用いるのが一般的であり、球面三角法はほとんど廃れたようである。しかし球面三角法は慣

れると大変簡便であり、また適切に用いれば天文学以外の分野にも有意義である。そのような例を末尾に

記した。 

 

（２）球面三角 

 球面三角とは、球面上の３点を結ぶ３つの大円の弧で囲まれた部分をいう。図A1 の太線で表した部分が

球面三角である。球面三角を形成するのが「大円の弧」であることが重要である*。球面三角は平面三角と

同様に３つの頂角（A, B, C）と３つの辺（a, b, c）をもつ。ただし、球面三角の辺の大きさは球の中心から

張る角度によって表される。平面三角の辺は長さによって表されることと異なっている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 A1．球面三角△ABC 
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* その弧を含む平面が、球の中心を通るということ。もっと簡単に言えば、球の中心を通るように球を切ったときの切

り口で作られる三角形が球面三角である。 



 

 これらの６個の角度の間に成立する基本公式を以下に示す。証明は後に述べる。 

 

（Ａ）余弦法則 

 

（Ｂ）正弦法則 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 A2．球面三角の拡大図 
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（Ｃ）正弦・余弦法則 
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となる。 

 



 球面三角の基本公式は次のように導かれる。簡単のために球の半径を１とする。 

 頂点Ａから辺 b と辺 c に接する直線を引き、それが直線 OB、OC と交わる点をそれぞれ D、E とする（図

A3）。∠DAE は球面三角の角 A に等しく、また∠OAD および∠OAE は直角である。 

○余弦法則の導出 

 平面三角形 ADE に、平面三角の余弦法則を適用する。 
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△OAD は直角三角形なので、次の関係が成り立つ（sec x = 1/ cos x で、セカントと読む）。 

 ctanAD = 、 cc seccos/1OD ==  

 btanAE = 、 bb seccos/1OD ==  

これを上の式に代入すると 

 abcbcAbcbc cossecsec2secseccostantan2tantan 2222 −+=−+  

となる。ここで 
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という関係を使って、次のように式変形する。 
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これから余弦法則が導かれる。 
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図 A3．球面三角に接する

平面三角 ADE 



○正弦法則の導出 

 余弦法則の式を変形する。 
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これを に代入して変形し 

 

1cossin 22 =+ AA

( )( )

cb
cbaacb

cb
cbacbacbcb

cb
cbacbacb

cb
cbacbacb

AA

22

222

22

2222222

22

22222

22

22222

22

sinsin
coscoscos2coscoscos1

sinsin
coscoscos2coscoscoscoscoscoscos1

sinsin
coscoscos2coscoscoscos1cos1

sinsin
coscoscos2coscoscossinsin

cos1sin

+−−−
=

+−−+−−
=

+−−−−
=

+−−
=

−=

 

両辺を で割って平方根をとると次の式になる。 
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右辺は循環しているので、左辺の組を(A, a)から(B, b)または(C, c)に入れかえても変化しない。また、今考

えている球面三角では A, B, C, a, b, c < π なので左辺は常に正である。したがって右辺の±は＋だけ選べば

よい。よって正弦法則が導かれる。 
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○正弦・余弦法則の導出 

 cos b の余弦法則に、cos a の余弦法則を代入する。 
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両辺を sin c で割ると正弦・余弦法則が導かれる。 

 

(B, b)と(C, c)を入れかえても同じように成り立つ。 

 

 

 

AcbcbBa coscossinsincoscossin −=  

AbbbcCa coscossinsincoscossin −=  



（３）球面三角の使い方 

３－１．天体の位置 

 球面三角法応用の典型例として、緯度ϕ の観測地点から見た天体Sの赤緯δ と時角T が知られているとき

に、天体の方位角Aと高度hを計算する方法を示す。それぞれの変数が表す角度は図A4 を参照せよ。観測

地点の緯度ϕ は天の北極の高度に等しい。天体Sの赤緯δ は天の赤道から天の北極へ測った角度、時角T は

真南から西へ測った角度である。図では見やすいようにTの代わりに東へ測ったT’=-Tを使っていることに

注意せよ。天体の方位角Aは北から東まわりに測った角度、高度hは地平線からの仰角であり、天体がどこ

に見えているかを示す†。天体観測をするときには（A, h）を知らなければならない。 

 天頂 Z と天の北極 N，および天体 S が作る球面三角△ZNS（太線で示した）を考える。すると、Ｚの頂

角は方位角 A であり、N の頂角は T’ である。また辺 ZN はθ = 90°– ϕ 、辺 NS は p = 90°– δ、そして辺

SZ は z = 90°– h である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 A4．赤道座標と銀河面、天体の位置関係 
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† 旧来、方位角の基点は南であり、西、北、東と測った。しかし現在では北を基準にする方法が広く使われているので、

ここでも北を基点にした。 
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 球面三角の余弦公式により 

 'cossinsincoscoscos Tppz θθ +=  

である。これに z = 90° – h 、θ = 90° – ϕ 、p = 90° – δ を適用すると 
 'coscoscossinsin sin Th δϕδϕ +=  

を得る。右辺は全て既知の値なので、これからarcsinによって高度h を計算できる‡。 

 次に球面三角の正弦公式から 

 

これに再び z = 90° – h 、p = 90° – δ を適用すると 
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また正弦・余弦法則から 
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である。 であり、sin A だけでは A に不定性が残るので cos A も求めた。cos A と sin A から方

位角 A が得られる。 

 

計算例：T' = 60°、δ = 10°、ϕ = 30°の場合の A と h を求める。 
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この２つから 
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‡ なので、arcsin による不定性はない。 o9090 ≤≤− h



３－２．地上の２地点間の距離 

 経度と緯度のわかった２地点ＡとＢの距離を計算する。ここでは地球は半径 R の球であると仮定し、２

地点間の距離は地表に沿って測るものとする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 A5．地球上の２地点間距離 

 

 図の太線で囲まれた球面三角形に余弦法則を適用すると 
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であり、 

 ( )( )122121
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によって x を計算できる。この場合は なので、cos-1によって得た結果にあいまいさは無い。２

地点間の距離 L は、 

 

によって計算できる。ただし x はラジアンの値にしておくことが必要である。 
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